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广义犅样条滤波器在表面形貌测量中的应用
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摘要：为了提取工件表面轮廓中线，给出了一种基于三阶广义Ｂ样条函数的数字光滑滤波器。由线性微分方程推导出广

义Ｂ样条函数，并结合广义Ｂ样条函数和变分公式推导出由一ＩＩＲ滤波器和间接广义Ｂ样条变换组成的数字平滑滤波

器。给出了数字平滑滤波器的具体递归算法，并且证明了该滤波器的通用特性。最后，提取了实际工件表面中线。实验

结果表明：该滤波器的截止特性比高斯滤波器的好，该算法利用普通计算机提取１１２００点数据表面中线仅耗时０．００２ｓ。

提出的滤波器具有可调平滑性，零相移特性，克服了传统三阶样条插值的曲率低和振荡等缺陷，其递归滤波器的具体算

法简洁，效率高。
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１　引　言

　　样条函数具有很多特性，如局部正支撑性，光

滑性，最小均方误差，这些特性使样条函数广泛应

用于工程的各个领域。１９７８年，Ｌｉｏｕ
［１］和 Ｈｏｕ

［２］

等人将三阶样条插值作为滤波器，应用于数字信

号处理；１９９６年，ＭｉｃｈａｅｌＫｒｉｓｔｅｋ将自然立方样

条应用于表面形貌测量［３］。这几种方法是通过解

方程法的方式计算，由于未知数多，矩阵和乘法

多，算法和效率都不高。样条平滑滤波器由 Ｕｎ

ｓｅｒ于上世纪９０年代提出，主要应用于图像处理

和数字滤波，该滤波器具有数据逼近和保持滤波

器平滑两者折中特性，所以克服了传统三阶样条

插值的曲率低和振荡的缺陷［４］。

样条滤波器的零相移，鲁棒性强等特点，使其

成为表面形貌测量应用的热点，ＩＳＯ／ＴＣ２１３正在

讨论将样条滤波器加入国际标准。基于三阶广义

Ｂ样条的平滑滤波器具有较强的通用性，将其应

用于形貌测量，获取中线，在满足精度的情况下，

可以简化样条函数的计算，省去繁琐的矩阵计算，

可大大提高效率。

２　广义Ｂ样条

　　 广义Ｂ样条是由线性方程微分方程推导出

的一组Ｂ样条函数。它的定义如下
［５］：

β
狀狉
犿 （狓）＝犔∑

狀＋１

犼＝０

犠犼犵
狀狉
犿 （狓－狓犼）犝（狓－狓犼），

（１）

式中：犔是归一常数；犵
狀狉
犿（狓）是广义Ｂ样条母函数

（段间）；狀是样条阶次；狉为样条类型；犿 是步长

（以下设为单位长１）；犝（狓）是单位阶跃函数；犠犼

是第犼段基函数参数。为了方便，母函数表示为

犵（狓）。

利用线性系统理论推导广义Ｂ样条母函数，

设线性微分方程为：

（犇狀＋１＋犫狀犇
狀＋犫狀－１犇

狀－１＋…＋犫０）犵＝０，（２）

式中：犫狀 是犵（狓）第狀阶微分式的系数。

由于犵（狓）必须满足狀－１阶可微连续性，所

以必有：

犵（０）＝犇犵（０）＝犇
２
犵（０）＝…＝犇

（狀－１）
犵（０）＝０．

同时为了不失一般性，设犇
（狀）
犵（０）＝１。对

式（２）进行拉普拉斯变换，得到

犌（狊）＝
１

狊狀＋１＋犫狀狊
狀＋…＋犫１狊＋犫０

， （３）

犌（狊）有狀－１个极点，由于犵（狓）是实数，所以

犌（狊）的极点关于实轴对称；同时为了使广义Ｂ样

条中心对称，设犵（狓）＝｜犵（－狓）｜，即犌（狊）极点关

于虚轴对称，故犌（狊）的极点具有四象限对称的特性。

这里只讨论等间距情况，狀阶广义Ｂ样条具

有Ｂ样条的卷积性质，

β
狀狉
１ （狓）＝β

狆狉
１ β

狇狉
１ ， （４）

式中狀＝狆＋狇＋１，狆≥０，狇≥０。

由式（３），第一类型零阶广义Ｂ样条母函数

的拉氏变换为 犌（狊）＝（狊＋α）
－１，所以 犵

０１＝

ｅｘｐ（－α狓）。由此，第一类型零阶广义Ｂ样条函

数为：

β
０１（狓）＝

α
（１－ｅ－α）

［ｅ－α狓犝（狓）－ｅ－αｅ－α
（狓－１）犝（狓－１）］，

式中：α是尺度因子，可调节样条函数幅值。当α

趋近于零时，该式简化为矩形脉冲，即零阶Ｂ样

条函数。

由以上讨论的极点性质，卷积性质和已经求

出的零阶广义Ｂ样条，可以推导出狀阶不同类型

的广义Ｂ样条，这里仅以三阶广义Ｂ样条为例讨

论推导过程。

由极点性质可确定三阶广义Ｂ样条犌（狊）９

种可能的极点形式，它们分别为：

（ａ）狊４＝０；

（ｂ）狊２＝０，狊＝±α；

（ｃ）狊２＝０，狊＝±ｊα；

（ｄ）（狊２－α
２）２＝０；

（ｅ）狊＝±α１，狊＝±α２；

（ｆ）（狊２＋α
２）２＝０；

（ｇ）狊＝±ｊα１，狊＝±ｊα２；

（ｈ）狊＝±α１，狊＝±ｊα２；

（ｉ）狊＝α２±ｊα１，狊＝－α２±ｊα１。

可以看出（ａ）种情况，即β
３１，就是三阶Ｂ样条函

数。而针对（ｃ）种情况，也可称为第三类型三阶广

义Ｂ样条
［６］，如图１所示。

根据卷积性质犅３３１ （狊）＝犅
１１
１ （狊）犅

１３
１ （狊），犅

３狉为

β
３狉的拉氏变换，可得：

　犅
３３
１ （狊）＝（２（１－ｃｏｓα）（狊

２＋α
２）狊２）－１α

２

［１－２（１＋ｃｏｓα）×ｅ
－狊＋２（１＋２ｃｏｓα）

ｅ－２狊－２（１＋ｃｏｓα）ｅ
－３狊＋ｅ－４狊］， （５）
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图１　归一化的三阶广义犅样条

Ｆｉｇ．１　ＮｏｒｍａｌｉｚｅｄｃｕｂｉｃｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＢｓｐｌｉｎｅ

广义Ｂ样条函数还具有以下性质：

　
β
狀狉
１ （狓）

狓
＝β

（狀－１）狉
１ （狓＋

１

２
）－β

（狀－１）狉
１ （狓－

１

２
）．（６）

３　广义Ｂ样条光滑滤波器

　　 对一给定区间［犪，犫］做分划Δ：犪＝狓０＜狓１＜

…＜狓犖＝犫，由广义Ｂ样条基函数的线性组合可

以构造一系列插值函数，对分划区间上的任意函

数进行插值逼近。可得：

狊狀（狓）＝∑
＋∞

－∞

犆（犽）·β
狀狉
１ （狓－犽）， （７）

式中：狊狀（狓）为插值函数，犆（犽）为插值系数。上述

计算过程可以看作是一种滤波过程。

对式（７）求二阶导数，并将式（６）带入式（７）可

得：

　

２狊狀（狓）


２狓

＝ ∑
＋∞

犽＝－∞

犱
（２）
犆（犽）β

（狀－２）狉
１ （狓－犽），（８）

犱
（２）（犽）＝δ０（犽＋１）－２δ０（犽）＋δ０（犽－１）为二阶差

分算子，且犣变换犇
（２）（狕）＝（狕－２＋狕－１）。

设犫３狉１ 为离散形式的三阶广义Ｂ样条，其犣

域变换为犅３狉１（狕）。根据参考文献［７８］，由Ｕｎｓｅｒ

提出的设计方法，各种类型三阶广义Ｂ样条间接

（Ｉｎｄｉｒｅｃｔ）滤波器传递函数可写为：

犅３狉１（狕）＝
狕＋犾２＋狕

－１

犾１

根据平滑滤波变分公式：

ε
２
狊 ＝∑

狀

犻＝１

（狔犻－狊（狓犻））
２
＋μ∫

狓狀

狓
１


２狊（狓）

狓（ ）２

２

ｄ狓＝ε
２
犪＋με

２
狉，

（９）

式中，狔犻是测量值；狊（狓）为滤波中线；ε犪 用来描述

逼近程度；ε狉 是弯曲能量，用以描述平滑程度；μ

为一正值参数，该参数的选择建立了对数据合理

逼近和保持滤波器足够平滑两者之间的折中关

系，实现了最小曲率和最佳逼近特性，将式（８）带

入式（９），得：

ε
２
狉＝∫

狓狀

狓
１
∑
狀

犻＝１

犱
（２）
犆（犻）β

１狉（狓－犻（ ））×

∑
狀

犼＝１

犱
（２）
犆（犻）β

１狉（狓－犼（ ））ｄ狓．

　　根据样条卷积特性，上式可以简化为：

ε
２
狉＝∑

狀

犻＝１

犱
（２）
犆（犻）∑

犻－狀

犽＝犻－１

犱
（２）
犆（犻－犽）犫

３狉
１（犻）

所以

　ε
２
狊＝∑

狀

犻＝１

（狔犻－（犫
３狉
１（犻）犆（犻）））

２
＋

μ∑
狀

犻＝１

（犱
（２）
犆（犻））× （犱

（２）
犆（犻）犫

３狉
１（犻））

． （１０）

要使ε
２
狊 最小，可以通过建立式（１０）对导数为

零的求导方程，解得犆（犻），也即求得相应的平滑

样条系数。可得：

犅３狉１（狕
－１）犢（狕）＝犅３狉１（狕

－１）犅３狉１（狕）犆（狕）＋μ犇
（２）（狕）×

犇
（２）（狕－１）犅３狉１（狕

－１）犆（狕）， （１１）

最后可得到：

　犆（狕）＝狆
３狉
μ
（狕）犢（狕）＝　　　　　

１

犅３狉１（狕）＋μ（狕－２＋狕
－１）２犢

（狕）， （１２）

从式（１２）可以看出平滑样条系数可以由一滤

波器对输入信号进行数字滤波得到，这一滤波器

狆
３狉
１（狕）实际上是一ＩＩＲ滤波器。得到犆（狕）后，再

经过间接广义Ｂ样条变换就可以得到表面轮廓

中线狊（狓），整个过程可由图２表示。

图２　平滑滤波器

Ｆｉｇ．２　Ｓｍｏｏｔｈｉｎｇｆｉｌｔｅｒ

上述过程构成了一个等效的数字滤波器：

犎３狉μ（狕）＝犅
３狉
１（狕）狆

３狉
μ
（狕）＝　　　　　

犅３狉１（狕）

犅３狉１（狕）＋μ（狕－２＋狕
－１）２ ．

（１３）
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这是一个三阶广义Ｂ样条平滑滤波器，其频率响

应为：

犎３狉μ（狀）＝
犾２＋２ｃｏｓ（２π／狀）

犾２＋２ｃｏｓ（２π／狀）＋４μ犾１（ｃｏｓ（２π／狀）－１）
２

它实质上是一个低通滤波器，滤波器衰减强弱受

μ控制。

４　表面中线的提取和算法

　　 根据表面中线提取滤波要求在截止波长λ犮

处，滤波器幅度传输特性应为５０％，所以μ的计

算关系如下［９］：

犾２＋２ｃｏｓ（２π／犖犮）

犾２＋２ｃｏｓ（２π／犖犮）＋４μ犾１（ｃｏｓ（２π／犖犮）－１）
２＝
１

２

设犖犮＝１６００。

三阶广义Ｂ样条平滑滤波器与高斯滤波器

的幅度传输特性如图３：

图３　三阶广义Ｂ样条平滑滤波器与高斯滤波器幅

度传输特性

Ｆｉｇ．３　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｃｕ

ｂｉｃｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＢｓｐｌｉｎｅｓｍｏｏｔｈｉｎｇｆｉｌｔｅｒａｎｄ

Ｇａｕｓｓｆｉｌｔｅｒ

由图３可知，三阶广义样条平滑滤波器具有

比高斯滤波器更好的幅频特性，截止边沿更陡峭，

更光滑。

由式（１３），滤波器犎３狉μ 由两部分构成，犅
３狉
１（狕）

和狆
３狉
μ
（狕）。

狆
３狉
μ
（狕）＝

１

犅３狉１（狕）＋μ（狕－２＋狕
－１）２

可以分解成两

个互补因式之积：

狆
３狉
μ
（狕）＝狆′（狕）狆′（狕

－１）

并且狆′（狕）＝
１－２ρｃｏｓ狑＋ρ

２

１－２ρｃｏｓ狑狕
－１＋ρ

２狕－２

式中：ρ和狑 是式（１３）的特征多项式两个最小共

轭复根的幅值和相角。为了方便表述，可建立下

面的关系式：

犃＝１－２ρｃｏｓ狑＋ρ
２

　犫１＝２ρｃｏｓ狑

　　犫２＝－ρ

烅

烄

烆 ２

则狆
３狉
μ
（狕）＝

犃

１－犫１狕
－１－犫２狕

－２
· 犃

１－犫１狕－犫２狕
２

整个滤波器 犎３狉μ （狕）计算过程可以用以下３

步实现，设狑狕（犽）为滤波器中间序列：

（１）狑狕（犽）＝犃狔（犽）＋犫１狑狕（犽－１）＋

犫２狑狕（犽－２）　犽＝３…犕

（２）犆（犕－犽＋１）＝犃狑狕（犕－犽＋１）＋犫１犆（犕－

犽＋２）＋犫２犆（犕－犽＋３）　犽＝３，…犕

（３）狊（犽）＝
１

６
犆（犽－１）＋

２

３
犆（犽）＋

１

６
犆（犽＋１）

　犽＝４，…犕－３

犕 为总的采样点数。这相当于一级零相移

滤波器和一级加权平均滤波的串联，整个算法只

需要两级循环就实现了，结构简单，易于实现，计

算效率高。

图４　幅度传输特性偏差

Ｆｉｇ．４　Ｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ

实际应用过程中，犾１ 和犾２ 的值可以任意选

择，只需满足条件犾１＞０，犾２＞０并且是实数即可。

得到的广义样条光滑滤波器幅频特性相差不大，

随意赋值犾１＝５和犾２＝７．５，得到的样条滤波器的

幅频特性与犅３４１ 偏差不大，如图４所示，偏差在

１０－１０左右，可以忽略。这个性质称为广义Ｂ样条

的通用性，它由广义Ｂ样条函数的极点遍历性质

决定（α
１
和α

２
值任意性），可极大地方便滤波器的

使用。

５　实　验

　　 对一个实际工件表面进行测量，选取截止波

５２７１第９期 　　　　张　浩，等：广义Ｂ样条滤波器在表面形貌测量中的应用



长０．８ｍｍ，采样间距０．５μｍ，测量长度为７λｃ，评

定长度５λｃ，共测得１１２００个数据，其原始轮廓如

图５所示。采用上述的三阶广义Ｂ样条平滑滤

波器，得到的滤波中线如图５所示，在普通计算机

上完成上述算法耗时０．００２ｓ。

图５　工件表面轮廓、滤波中线

Ｆｉｇ．５　Ｓｕｒｆａｃｅｐｒｏｆｉｌｅａｎｄｍｅａｎｌｉｎｅｏｆｗｏｒｋｐｉｅｃｅ

６　结　论

　　本文根据表面轮廓测量的需要，提出了基于

三阶广义Ｂ样条光滑滤波器算法。文中阐述了

该滤波器的通用性，改进了三阶样条插值的解方

程算法，方法简单，效率高，提取１１２００点数据表

面中线仅耗时０．００２ｓ，极大地方便了样条滤波器

的使用，克服了传统三阶样条插值的曲率低和振

荡的缺陷，并且得到优于高斯滤波器的截止特性。

对于其他方向的应用，如图像处理，边缘检测的方

向，也有很好的应用空间。当然由于该滤波器方

法仍然使用卷积和差分运算，所以不可避免会带

来边沿效应（ｅｎｄｅｆｆｅｃｔ），但只要数据量充足，就

可减小影响。
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